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1. În multe din c rµile de algebr  sau de analiz  care includ ³i o

prezentare a funcµiilor elementare, funcµia exponenµial  f : R → (0,∞),
f(x) = ax, (0 < a 6= 1), împreun  cu inversa ei, funcµia logaritmic  în aceea³i

baz , g = f−1 : (0,∞) → R, f−1 = loga,

atunci când au gra�cele trasate în acela³i

sistem de axe cartezian, le au doar pentru

a > 1 ³i, în plus, acestea sunt nesecante

(�g. 1). (Desigur, ele sunt trasate sime-

tric faµ  de prima bisectoare, ceea ce este

în concordanµ  cu faptul binecunoscut c 

gra�cele a dou  funcµii inverse una alteia,

prezint  aceast  simetrie.)

Impresia fals  de ,,intangibilitate� a

acestor gra�ce este, probabil, accentuat  ³i

de dou  consecinµe ale inegalit µilor bine-

cunoscute:
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ex ≥ x+ 1, x ∈ R (cu egalitate dac  ³i numai dac  x = 0);
ln(x+ 1) ≤ x, x > −1 (cu egalitate dac  ³i numai dac  x = 0),

anume:

ln(1 + x) < ex, x > −1 (1.1)

(v. �g. 2) ³i:

lnx < ex, x > 0 (1.2)

(v. �g. 3, caz particular al �g. 1 pentru a = e).
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Îns  gra�cele exponenµialei ³i logaritmului pot � ³i secante, ceea ce se

întâmpl  întotdeauna în cazul a ∈ (0, 1) (v. �g. 4), ca ³i � dup  cum vom

preciza în curând � pentru anumite valori supraunitare ale bazei (v. �g. 6).
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Este deci plauzibil s  presupunem c 

ar exista o valoare a0 > 1, a bazei, pentru

care gra�cele ar � tangente (v. �g. 5).

2. În cele ce urmeaz  ne propunem

s  aprofund m poziµia relativ  a gra�celor

exponenµialei ³i logaritmului în aceea³i

baz  supraunitar , precizând când aces-

tea sunt nesecante (�g. 1 ³i, în particular,

�g. 3), tangente (�g. 5), respectiv secante

(�g. 6).

Din experienµa general  a proble-
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melor de contact al gra�celor, suntem condu³i la a b nui c  valoarea a0 > 1
pentru care gra�cele sunt tangente, va separa în dou  intervale contigue I1 ³i

I2 valorile pentru care gra�cele sunt secante de cele pentru care gra�cele sunt

nesecante. Din acest motiv, vom începe prin a c uta o astfel de valoare a0 a
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bazei, pentru care gra�cele celor dou  funcµii sunt tangente.

Consider m deci problema tangenµei gra�celor funcµiilor f : R→(0,∞),
f(x) = ax, cu a > 1 ³i g : (0,∞) → R, g(x) = loga x. Aceast  problem  de

tip cunoscut, a contactului (denumit de ordinul întâi) dintre cele dou  gra�ce,

revine la determinarea unui punct x0 ∈ (0,∞), astfel încât s  �e satisf cute

condiµiile: {
f(x0) = g(x0)
f ′(x0) = g′(x0),

(2.1)

adic : 


ax0
0 = loga0

x0

ax0
0 ln a0 =

1
x0 ln a0

,
(2.1′)

înµelegându-se c  trebuie g sit  ³i baza a0 > 1, corespunz toare.

3. Rezolvarea problemei va utiliza o tehnic  special . Astfel, stabilim:

Propoziµia 1. Fie I ³i J dou  intervale nevide, nedisjuncte, ale axei

reale, f : I → J o funcµie bijectiv , strict cresc toare, iar x0 ∈ I ∩ J abscisa

unui punct de intersecµie M0(x0, y0) al curbelor de ecuaµii :{
y = f(x)
y = f−1(x)

(x ∈ I ∩ J). (3.1)

Atunci x0 = y0 (adic  punctul de intersecµie M0(x0, y0) se a�  pe bisectoarea

întâi (�g. 7)).

Demonstraµie. Coordonatele x0 ³i y0 veri�c  ecuaµiile (3.1), adic 

avem satisf cute egalit µile: {
y0 = f(x0)
y0 = f−1(x0).

(3.1′)

Întrucât funcµia f este bijectiv , a doua egalitate (3.1′) este echivalent 
cu egalitatea:

f(y0) = x0. (3.2)

S  presupunem prin absurd c  x0 6= y0; �e x0 < y0. Aplicând funcµia

strict cresc toare f , obµinem:

f(x0) < f(y0),

adic  (în baza primei egalit µi (3.1′) ³i a egalit µii (3.2)) obµinem:

y0 < x0.
Contradicµie!

Cazul în care x0 > y0 se trateaz  analog. �
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În continuare, pentru orice funcµie f : I → R (cu I ⊆ R) vom nota cu

Gf gra�cul s u, adic :

Gf = {(x, f(x) | x ∈ I}.
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Observaµia 1. Rezultatul din propoziµie nu mai r mâne cu necesitate

valabil dac  funcµia bijectiv  f este strict descresc toare, ca, de exemplu,

în cazul funcµiei f : R → R, f(x) = −x (v. �g. 8), pentru care Gf este

bisectoarea a doua ³i avem f−1 = f , deci Gf−1 = Gf , de unde Gf ∩Gf−1 =
= Gf , adic  intersecµia este chiar întreaga bisectoare a doua. A³adar, pentru

un punct oarecare M0(x0, y0) ∈ Gf ∩ Gf−1 nu mai are loc, cu necesitate,

egalitatea x0 = y0.

Un alt contraexemplu în acest sens îl constituie funcµia f : [0, 1] → [0, 1],
f(x) = 1 − x (v. �g. 9).

O

y

x

y
=

x

A(1,0)

B(0,1)

O

y

x

y
=

x
Gf

–1

Gf

Fig. 9 Fig. 10

Observaµia 2. Dac , în condiµiile propoziµiei, contactul gra�celor

funcµiilor f ³i f−1 este, în plus, un contact de tangenµ , iar funcµia f este

strict convex  (deci f−1 este strict concav ) sau invers, atunci punctul lor de

tangenµ  este unic (v. �g. 10). Explicaµia acestui fapt const  în poziµia faµ 

de tangent  a gra�cului unei funcµii convexe, respectiv concave (a se vedea

[2], [3], [4] ³i [5]).
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În cazul în care f nu este convex  (respectiv concav ), unicitatea punc-

tului de tangenµ  a gra�celor Gf ³i Gf−1 nu mai este asigurat  (v. �g. 11;

mulµimea Gf ∩Gf−1 este format  din dou  puncte).
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În �g. 12, obµinut  prelungind în mod inde�nit de-a lungul primei

bisectoare ,,motivul� din �g. 11, mulµimea Gf ∩Gf−1 este num rabil .

În sfâr³it, în �g. 13, de³i funcµia f este concav  (deci f−1 este convex ),

iar intersecµia gra�celor restricµionat  la segmentul (AB) este o intersecµie de
tangenµ , intersecµia gra�celor în totalitatea sa, de asemenea, nu se realizeaz 

într-un singur punct, ci în toate punctele segmentului [AB], adic  într-o in-

�nitate de puncte de puterea continuului. Explicaµia const  în faptul c  în

punctele A ³i B intersecµia gra�celor nu este o intersecµie de tangenµ , adic 

nu este un contact de ordinul întâi (deoarece nici una din cele dou  funcµii

poligonale f ³i f−1 nu este derivabil  în punctele a, respectiv b).
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4. Revenim la problema de tangenµ  pe care ne-am pus-o la început,

a³a cum a fost formulat  în secµiunile 1 ³i 2.

�inând seama c  funcµia exponenµial  în baza a > 1 este strict cresc -

toare, putem aplica propoziµia 1 ³i deducem c , pentru ca un punctM0(x0, y0)
s  �e punct de tangenµ  (deci, în primul rând, de contact) între gra�cele

funcµiilor x 7→ f(x) = ax ³i x 7→ f−1(x) = loga x (x > 0), în afar  de satisfa-

cerea primei ecuaµii (2.1′), coordonatele sale trebuie s  satisfac  ³i o ecuaµie
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de apartenenµ  a punctului la prima bisectoare, adic :

ax0 = x0 (4.1)

³i, în plus, soluµia acestei ecuaµii trebuie s  �e unic . Ecuaµia (4.1) este

echivalent  cu:

a = x
1/x0

0 . (4.2)

Studiul funcµiei ϕ : (0,∞) → (0,∞), ϕ(x) = x1/x, cu mijloacele uzuale

ale calculului diferenµial (la nivelul clasei a XI-a), conduce la constatarea c 

ϕ are un maxim (unic), egal cu e1/e (atins pentru x = e) (v. �g. 14). Deci:

x1/x ≤ e1/e, ∀x > 0,

cu egalitate dac  ³i numai dac  x = e (v. ³i [6]).

Deci, pentru ecuaµia (4.2), rezult  c :

(i) are soluµie unic  ⇔ a = e1/e; (soluµia �ind x0 = e);

(ii) are dou  soluµii ⇔ a ∈ (1, e1/e
) def== I1;

(iii) nu are soluµii ⇔ a ∈ (e1/e,∞) def== I2.

În concluzie, la cazul (i), care ne intereseaz , am obµinut c  a = e1/e,

iar x0 = e; aceste dou  valori satisfac ³i a doua ecuaµie (2.1′). Altfel spus, am
obµinut c :

Dac  gra�cele exponenµialei ³i logaritmului în aceea³i baz  a sunt tan-

gente, atunci a = e1/e, iar punctul de tangenµ  este M0(e, e) (v. �g. 15).

Reciproc, dac  a = e1/e, atunci cele dou  gra�ce sunt tangente în punc-

tul de abscis  x0 = e, dup  cum se veri�c  u³or prin înlocuire în (2.1′).
Cazurile (ii) ³i (iii) ne arat  c , pentru 1 < a < e1/e, cele dou  gra�ce

au dou  puncte de intersecµie, respectiv pentru a > e1/e nu au nici un punct

de intersecµie.

5. Putem acum da ³i o interpretare geometrico-cinematic  faptului c  valoa-

rea a = a0 = e1/e separ  bazele a pentru care gra�cele sunt secante de cele pentru

care sunt nesecante în dou  intervale I1 ³i I2, a³a cum am preconizat în secµiunea 2

³i am stabilit în secµiunea 4.

S  consider m c  d m bazei a0 o cre³tere înlocuind-o cu o alt  baz  a > a0.

În acest caz loga0
a > 1, de unde:

loga x =
loga0

x

loga0
a
< loga0

x, (5.1)
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deci logaritmul s-a mic³orat; curba logaritmic  în baza a0 (v. �g. 15) a ,,coborât�

(trecând îns , în continuare prin punctul A(1, 0), comun tuturor curbelor logarit-

mice1)).

În �g. 15 curba loga-

ritmic  a devenit cea puncta-

t . Totodat , când am dat o

cre³tere bazei, de la valoarea a0

la valoarea a, a decurs c :

ax =
(
a
loga0

a

0

)x

=

= a
x loga0

a

0 > ax
0 ,

(5.2)

deci exponenµiala s-a m rit;

curba exponenµial  a ,,urcat�

(trecând, în continuare, prin

punctul B(0, 1), comun tuturor
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exponenµialelor2) (v. din nou �g. 15, unde ³i curba exponenµial  a devenit cea

punctat ).

Deci curbele s-au ,,îndep rtat� una de alta ³i au devenit nesecante.

Analog, dac  d m bazei a0 o descre³tere (r mânând îns  supraunitar ), curba

logaritmic  ,,urc �, iar cea exponenµial  ,,coboar �, deci ele ,,se apropie� una de alta,

devenind secante, în dou  puncte (ca în �g. 6).

6. Chestiunea studiat  în lucrarea de faµ  apare în [1] (problema 43.9*, pag.

449), unde se d  r spunsul corect a = e1/e, x0 = e (pag. 519), dar dup  o analiz 

super�cial  (nu este su�cient de argumentat  apartenenµa la prima bisectoare a

punctului de intersecµie dintre gra�cul unei funcµii f ³i al inversei f−1, în cazul

considerat); propoziµia 1 ³i contraexemplele ce au urmat-o au dat toat  argumentarea

necesar .

Problema contactului dintre curba exponenµial  y = ax, a > 1 ³i dreapta

de ecuaµie y = x + 1, este tratat  detaliat în [7] pp. 208-221. Contactul este de

tangenµ  dac  ³i numai dac  a = e; dac  a 6= e curba este secant  dreptei; sunt date

³i parametriz ri ale intersecµiei.

În sfâr³it, problema contactului dintre curbele de ecuaµii y = ax ³i y = xa

(a > 1) este pus  în [8]. În [7] pp. 245-247 sunt prezentate patru rezolv ri; avem

tangenµ  dac  ³i numai dac  a = e.

1) Transformarea suferit  de curba logaritmic  nu este o rotaµie în jurul punctului A(1, 0)

ci, datorit  relaµiei (5.1), este omotetia de raport num rul subunitar
1

loga0
a
(³i de centru

sau punct �x, A(1, 0)). (N.A.)
2) În cazul exponenµialei, apare o omotetie de raport supraunitar loga0

a, dar aceasta
doar la exponent. (N.A.)
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A problem of Dan Barbilian

by Dumitru Mihalache

To my former fellow teacher,

Mr. Vasile �ugulea,

who guided me generously

at the beginning of my career

Thus, through many various kinds of numbers are included in the holy books

certain mysterious resemblances which, because of the poor knowledge of numbers,

are unaccessible to the readers.

De doctrina christiana - Saint Augustin

1. Introduction. In the book [2] (vol. I, pp. 41-42) Dan Barbilian

notices the following about the set of the non-zero quaternions having rational

coe�cients:

H∗ = {u = a+ bi+ cj+ dk | a, b, c, d ∈ Q, a2 + b2 + c2 + d2 6= 0}
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