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Asupra pozitiei reciproce a graficelor
exponentialei gi logaritmului

DE CONSTANTIN P. NICULESCU SI ANDREI VERNESCU

1. In multe din cirtile de algebra sau de analizd care includ si o
prezentare a functiilor elementare, functia exponentiala f : R — (0, 00),
f(x) =a", (0 < a#1), impreuna cu inversa ei, functia logaritmica in aceeagi

baza, g = f~1:(0,00) — R, f! = log,,
atunci cand au graficele trasate in acelagi
sistem de axe cartezian, le au doar pentru
a > 1 si, in plus, acestea sunt nesecante
(fig. 1). (Desigur, ele sunt trasate sime-
tric fatd de prima bisectoare, ceea ce este
in concordantd cu faptul binecunoscut cia
graficele a doua functii inverse una alteia, )
prezinta aceasta simetrie.) A (a>1)

Impresia falsa de ,intangibilitate“ a 3 ~
acestor grafice este, probabil, accentuata si ’
de doua consecinte ale inegalitatilor bine-
cunoscute:

Fig. 1
e? >x+1, r€R (cu egalitate dacd si numai daca z = 0);
In(x+1) <z, x> —1 (cu egalitate daca si numai daca x = 0),
anume:

In(l+z)<e®, z>-1 (1.1)

(v. fig. 2) si:
Inx <e®, x>0 (1.2)

(v. fig. 3, caz particular al fig. 1 pentru a = e).
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Insa graficele exponentialei si logaritmului pot fi si secante, ceea ce se
intampla intotdeauna in cazul a € (0,1) (v. fig. 4), ca gi — dupd cum vom

preciza in curand — pentru anumite valori supraunitare ale bazei (v. fig. 6).
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Este deci plauzibil sa presupunem ca
ar exista o valoare ag > 1, a bazei, pentru
care graficele ar fi tangente (v. fig. 5).

2. In cele ce urmeazi ne propunem
sd aprofundam pozitia relativa a graficelor
exponentialei gi logaritmului in aceeasi

baza supraunitara, precizand cand aces- N 4
tea sunt nesecante (fig. 1 si, in particular, O/ (a>1)

fig. 3), tangente (fig. 5), respectiv secante

(fig. 6). Fig. 6

Din experienta generala a proble-
melor de contact al graficelor, suntem condusi la a banui ca valoarea ag > 1

pentru care graficele sunt tangente, va separa in doua intervale contigue I si
15 valorile pentru care graficele sunt secante de cele pentru care graficele sunt
nesecante. Din acest motiv, vom incepe prin a ciuta o astfel de valoare ag a
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bazei, pentru care graficele celor doud functii sunt tangente.

Consideram deci problema tangentei graficelor functiilor f : R— (0, 00),
flx)=a", cua>1sig:(0,00) = R, g(r) =log,z. Aceastd problema de
tip cunoscut, a contactului (denumit de ordinul intai) dintre cele doua grafice,
revine la determinarea unui punct zg € (0, 00), astfel incat sa fie satisfacute

conditiile:
f(@o) = g(wo) 9.1
P i, 2
adica:
ay’ = log,, xo
(2.1)

ay’ Inag = ,
o lnag

intelegdndu-se ci trebuie gasita si baza ag > 1, corespunzatoare.

3. Rezolvarea problemei va utiliza o tehnicid speciald. Astfel, stabilim:

Propozitia 1. Fie I si J doud intervale nevide, nedisjuncte, ale axei
reale, f: I — J o functie bijectiva, strict crescatoare, iar xro € I N J abscisa
unui punct de intersectie Mo(xo,y0) al curbelor de ecuatii:

y=f""(z)

Atunci xo = yo (adicd punctul de intersectie My(xo,y0) se afld pe bisectoarea
intdi (fig. 7)).

Demonstratie. Coordonatele xy si yo verifica ecuatiile (3.1), adici
avem satisfacute egalititile:

{ y="F)  crng. (3.1)

Yo = f(xO) /
{ vo = f~(x0). (3.1

Intrucat functia f este bijectivd, a doua egalitate (3.1") este echivalenta
cu egalitatea:

f(yo) = zo. (3.2)

Sa presupunem prin absurd ca xg # yo; fie xg < yo. Aplicand functia
strict crescdtoare f, obtinem:

f(zo) < f(yo),

adicd (in baza primei egalitati (3.1") si a egalitatii (3.2)) obtinem:
Yo < Io-
Contradictie!
Cazul in care xg > yo se trateaza analog. B
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In continuare, pentru orice functie f : I — R (cu I C R) vom nota cu
Gy graficul sau, adica:

25
.
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Fig. 7 Fig. 8
Observatia 1. Rezultatul din propozitie nu mai riméane cu necesitate
valabil daca functia bijectivad f este strict descrescidtoare, ca, de exemplu,
in cazul functiei f : R — R, f(z) = —x (v. fig. 8), pentru care Gy este
bisectoarea a doua si avem f~! = f, deci Gf-1 =Gy, deunde Gy NGy =
= Gy, adica intersectia este chiar intreaga bisectoare a doua. Asadar, pentru
un punct oarecare Mo(xo,y0) € Gy N Gy-1 nu mai are loc, cu necesitate,
egalitatea zg = yo.

Un alt contraexemplu in acest sens il constituie functia f : [0,1] — [0, 1],

flx)y=1—=x (v. fig. 9).
Vi
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Fig. 9 Fig. 10
Observatia 2. Daca, in conditiile propozitiei, contactul graficelor
functiilor f si f~! este, in plus, un contact de tangenta, iar functia f este
strict convexa (deci f~! este strict concava) sau invers, atunci punctul lor de
tangenta este unic (v. fig. 10). Explicatia acestui fapt consta in pozitia fatd
de tangentd a graficului unei functii convexe, respectiv concave (a se vedea

[21, [3], [4] s [5])-
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In cazul in care f nu este convexa (respectiv concavi), unicitatea punc-
tului de tangenta a graficelor Gy si G'y—1 nu mai este asigurata (v. fig. 11;
multimea Gy N Gy-1 este formata din doud puncte).
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Fig. 11 Fig. 12

In fig. 12, obtinutd prelungind in mod indefinit de-a lungul primei
bisectoare ,motivul® din fig. 11, multimea Gy N G¢-1 este numarabila.

In sfarsit, in fig. 13, desi functia f este concavi (deci f~! este convexi),
iar intersectia graficelor restrictionata la segmentul (AB) este o intersectie de
tangentd, intersectia graficelor in totalitatea sa, de asemenea, nu se realizeaza
intr-un singur punct, ci in toate punctele segmentului [AB], adica intr-o in-
finitate de puncte de puterea continuului. Explicatia consta in faptul ci in
punctele A gi B intersectia graficelor nu este o intersectie de tangenta, adica
nu este un contact de ordinul intai (deoarece nici una din cele doud functii
poligonale f si f~! nu este derivabila in punctele a, respectiv b).
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Fig. 14

4. Revenim la problema de tangentd pe care ne-am pus-o la inceput,
asa cum a fost formulata in sectiunile 1 gi 2.

Tinand seama ca functia exponentiala in baza a > 1 este strict cresci-
toare, putem aplica propozitia 1 si deducem ci, pentru ca un punct My(xg, yo)
sa fie punct de tangentd (deci, in primul rand, de contact) intre graficele
functiilor z +— f(z) = a® si z — f~1(z) = log, z (z > 0), in afard de satisfa-
cerea primei ecuatii (2.1’), coordonatele sale trebuie si satisfacd si o ecuatie
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de apartenenta a punctului la prima bisectoare, adica:

o

a®® = xg (4.1)
si, in plus, solutia acestei ecuatii trebuie sa fie unicd. Ecuatia (4.1) este
echivalenta cu:

a= xé/xo. (4.2)

Studiul functiei ¢ : (0, 00) — (0,00), ¢(x) = '/, cu mijloacele uzuale
ale calculului diferential (la nivelul clasei a XI-a), conduce la constatarea ca
¢ are un maxim (unic), egal cu e'/¢ (atins pentru z = e) (v. fig. 14). Deci:

z/r<elle Vx>0,

cu egalitate daca si numai daca z =e (v. si [6]).
Deci, pentru ecuatia (4.2), rezulta ci:
(i) are solutie unici < a = e'/¢; (solutia fiind zy = e);

(i) are doui solutii ¢ a € (1,e!/¢) def L,

(iii) nu are solutii < a € (el/e, 00) def Is.

In concluzie, la cazul (i), care ne intereseazi, am obtinut ci a = e!/¢,
lar z( = e; aceste dou valori satisfac si a doua ecuatie (2.1"). Altfel spus, am
obtinut ca:

Daca graficele exponentialei gi logaritmului in aceeasi baza a sunt tan-
gente, atunci a = e'/¢, iar punctul de tangentd este My(e,e) (v. fig. 15).

Reciproc, daci a = !/, atunci cele dous grafice sunt tangente in punc-

tul de abscisa xp = e, dupa cum se verifica ugor prin inlocuire in (2.1").
Cazurile (ii) si (iii) ne arata cd, pentru 1 < a < e!/¢, cele doua grafice
au doua puncte de intersectie, respectiv pentru a > e'/¢ nu au nici un punct

de intersectie.

5. Putem acum da si o interpretare geometrico-cinematica faptului ca valoa-
rea a = ag = ¢'/¢ separd bazele a pentru care graficele sunt secante de cele pentru
care sunt nesecante in doud intervale I si Is, asa cum am preconizat in sectiunea 2
si am stabilit in sectiunea 4.

Sa consideram ca dam bazei ag o cregtere inlocuind-o cu o alta bazi a > ag-
In acest caz log, , a>1, de unde:

1
O T log,,, , (5.1)

log,, a

log, z =

174



deci logaritmul s-a micsgorat; curba logaritmics in baza ag (v. fig. 15) a ,,coborat
(trecand insi, in continuare prin punctul A(1,0), comun tuturor curbelor logarit-
mice')).

In fig. 15 curba loga- y 4
ritmicd a devenit cea puncta-
ta. Totodatd, cand am dat o
cregtere bazei, de la valoarea ag
la valoarea a, a decurs ca:

. log,,, a)x .
a® = | a, =
og, a (5.2) \_/
= G o> a%a —_———"
deci exponentiala s-a marit;
curba exponentiald a ,urcat® ﬂ/ 1
R N . . / I
(trecand, in continuare, prin .~ |
punctul B(0,1), comun tuturor I

Fig. 15

exponentialelor?) (v. din nou fig. 15, unde si curba exponentiald a devenit cea
punctata).

Deci curbele s-au ,indepartat® una de alta gi au devenit nesecante.
Analog, dacd dam bazei ag o descregtere (ramanand insa supraunitara), curba

=

logaritmica ,,urcd“, iar cea exponentiala ,,coboarad”, deci ele ,,se apropie una de alta,
devenind secante, in dous puncte (ca in fig. 6).

6. Chestiunea studiatd in lucrarea de fatd apare in [1] (problema 43.9%, pag.
449), unde se da raspunsul corect a = e/¢, xyp = e (pag. 519), dar dupi o analiza
superficiald (nu este suficient de argumentatd apartenenta la prima bisectoare a
punctului de intersectie dintre graficul unei functii f si al inversei f~!, in cazul
considerat); propozitia 1 si contraexemplele ce au urmat-o au dat toatd argumentarea
necesara.

Problema contactului dintre curba exponentiala y = a”, @ > 1 gi dreapta
de ecuatie y = x + 1, este tratatd detaliat in [7] pp. 208-221. Contactul este de
tangenta daca si numai daca a = e; daca a # e curba este secantd dreptei; sunt date
si parametrizari ale intersectiei.

In sfarsit, problema contactului dintre curbele de ecuatii y = a® §i y = z°
(a > 1) este pusa in [8]. In [7] pp. 245-247 sunt prezentate patru rezolviri; avem
tangenta dacd si numai dacd a = e.

Y Transformarea suferitd de curba logaritmica nu este o rotatie in jurul punctului A(1,0)

ci, datorita relatiei (5.1), este omotetia de raport numarul subunitar (si de centru

ao
sau punct fix, A(1,0)). (N.A.)
2) In cazul exponentialei, apare o omotetie de raport supraunitar log, a, dar aceasta
doar la exponent. (N.A.)
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A problem of Dan Barbilian

BY DUMITRU MIHALACHE

To my former fellow teacher,
Mr. Vasile Tugulea,

who guided me generously

at the beginning of my career

Thus, through many various kinds of numbers are included in the holy books
certain mysterious resemblances which, because of the poor knowledge of numbers,
are unaccessible to the readers.

De doctrina christiana - Saint Augustin

1. Introduction. In the book [2] (vol. I, pp. 41-42) Dan Barbilian
notices the following about the set of the non-zero quaternions having rational
coefficients:

H ={u=a+bi+cj+dk|abcdecQ, a>+b*+c* +d* # 0}
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